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Ozet

Nokta cisim ve eylemsizlik momentine sahip olan cisimler igin sa-
bit yergekimi altinda sabit siirede diiglis saglayacak olan egimli yiizeyin
geometrisini belirlendi. Sorunun ¢éziimiinde kullanilan harmanlama ku-
raminin Volterra tiimlev denklemlerine uygulanabilirligi tartigildi. Oku-
yucunun, temel hesap bilgisi oldugu ve Laplace doniigiimiine agina oldugu
varsayillmaktadir. Bunlarin diginda gerekli olan matematiksel bilgi, eklerde
saglanmaya caligildi.

1 Harmanlama Kurami

Bu kuram, bir Laplace doniisiimiiniin, diger iki Laplace doniigiimiiniin ¢arpimi
seklinde yazilabilmesiyle ilgilidir. Genel anlamda sunu sorabiliriz: elimizde iki
iglev, f(t) ve g(t) olsun. Bu iglevlerin Laplace déniigiimlerinin ¢arpimi, bagka

bir iglevin Laplace doniigiimii olarak yazilabilir mi? Yani, eger £, ontine geldigi
seyin Laplace doniigiimiinii gésteriyorsa

Lf(#)Lg(t) = Lh(t) (1)

denklemine uyan bir A(t) var midir? Bunu incelemeye Laplace doniigiimiinii agik

yazarak baglayalim
(/ esyf(y)dy) (/ esxg(z)dﬂf)
0 0

Sagdaki tiimlev, y veya s iizerinden olmadig1 i¢in e™*¥’yi tiimlevin igine

tagiyabiliriz.
> d > —s(z+y) d)
([ ) ([ eemgtaris

t = 2 + y degisken doniisiimiinii yaparak *

(/OOO f(y)dy) (/OOO e gt — y)dt)

1Sagdaki tiimlevde y bir sabit oldugu icin dt = dz yazdik.




Eger alisildik xy koordinat sistemini ¢izip, x yerine ¢ yazarsak, bu tiimlev,
y = t dogrusunun altinda kalan alan {izerinden yapilan tiimleve denk gelir.
Burada tiimlev sirasini degistirirsek

[ dt/ fw)dy = /OOO‘fSt(/Otf(y)g(ty)dy)dt

Bu son ifade gercekten bir seyin Laplace dontigiimii!

/f

Bu ’seye’ h(t) dersek ve bunu (1)’de yerine koyarsak: 2

CF)Ly(t) = £ / FWa(t - y)dy @)

Bu esitlik, iki Laplace dontigiimiiniin ¢arpiminin, her zaman bir bagka islevin
Laplace donitigiimii seklinde yazilabilecegi anlamina gelmektedir. Bu 6zellik, har-
manlama kurami 2 olarak anilir.

1.1 Volterra Tumlev Denklemleri ve Harmanlama Kurami
4

Eger k(z,t) ve f(x) bilinen iglevlerse, A bilinen bir sabitse °, ve ¢(x) aranan
iglevse
t
60+ [ hleo(@)ds = 10
0

bigimindeki denklemlere Volterra timlev denklemi denir. Bu tiir denklem-
lerde k(z,t) islevi, ¢ekirdek iglevi olarak amlir. Bu iglevin k(x,t) = k(t — x)
bigiminde oldugu 6zel durum, harmanlama kuramindaki tiimlevli tarafi andirmaktadir:

t
o(0)+ ) [ kit =)o)t = 7t
0
Bu tiimlev denklemin her iki tarafimin da Laplace dontisimiinu alirsak,

tiimlevli terimi harmanlama kurami sayesinde iki iglevin Laplace doniigiimleri-
nin ¢arpimina ¢evirerek denklemi daha basit bir ha le doniistiirmeyi umabiliriz:

w+AgAka—xw@mxzzﬂﬂ

2Kapali halde yazildig1 halde f’yi g’den farkli kilan birgey varmig gibi goziikiiyor. Ama
t —y = x doniisiimii ile bu ifade

t
cAfufm«wm

seklinde de yazilabilir.

3ing. convolution theorem

4Bu kisim, kuramin tiimlev denklemlere uygulanabilirligini géstermek icin yazilmistir. Met-
nin geri kalani igin gerekli degildir.

5Denklemi tekil yapmayan bir sabitten séz ediyoruz tabii ki. Aslinda denklem c¢oziildiigiinde
N'y1 paydada gorecegiz, ki bu bazi degerleri igin tekilligi garantiler.



Harmanlama kuramiyla tiimlevi iki Laplace doniigiimiiniin ¢arpimina gevirirsek

L6(t) + ACK(£) Lo () = LF(E)
Buradan L£¢(t)’li terimi ¢ekersek

_Lf®)
Lolt) = 1+ ALCk(t)

Bu denklemde her iki tarafin ters Laplace doniigiimiinii alarak ¢(t) igin
coziime gidebiliriz 6, ancak biz meselenin bu kismi ile daha derinlemesine il-
gilenmeyecegiz.

2 Essiireli Sorusu

7

Oyle bir eik yiizey olsun ki, bunun tizerindeki herhangi bir noktadan biraktigimaz
cisim, hep ayni stirede asagiya ulassin.

Bu kosulu saglayan egrinin nasil oldugu sorusu, evresi hareketinin genliginden
bagimsiz olan saat sarkacinin yapiminda ortaya cikti. Egstireli, Christian Huy-
gens tarafindan geometrik yontemlerle ¢oziildii. Daha sonra Leibniz ve Jakob
Bernoulli, analitik yontemlerle soruyu ¢ozdii. Bernoulli'nin ¢6ziimii, tarihteki ilk
tlirevsel denklem ¢oziimlerinden biriydi.

Bu egik yiizeyin nasil bir geometriye sahip oldugunu, enerjinin korunumu
ile su gekilde inceleyebiliriz. Stirtiinmesiz egik diizlemin en alt noktasini merkez
alalim ve belli bir yiikseklikten bir cismi serbest biraktigimizi hayal edelim.
Cismin yere gére 8 potansiyel enerjisi, birakilma aninda sahip oldugu tiim enerji
oldugu icin

E =mgyo

yazabiliriz. Daha sonraki zamanlarda, cisim agagi dogru yuvarlanmaya baslayacak,
kinetik enerjisi artacak ve potansiyel enerjisi azalacaktir. Ancak sistemde enerji
kayb1 olmadigi igin ikisinin toplami sabit kalacaktir. Eger yol tizerindeki sonsuz
kiiciik parcaya ds © dersek
52
m~ +mgy = E = mgyo 3)

ya da
ds\”
) =9 — 4
( dt) 9(yo — y) (4)
yazabiliriz. Bu denklemde her iki tarafin karekokiinii alirken, ds/dt’nin isaretine
dikkat etmeliyiz. Cisim zaman icinde asagiya, yani s’nin azaldigr yone dogru

86X\ # —1/Lk(t) oldugu siirece.

7ing. tautochrone

8Burada “yer” derken y = 0 diizeyini kastediyoruz.

9Egri tizerindeki kiigiik parcanin ds = dze, +dyey olduguna dikkat edersek ds? =ds-ds =

dx? + dy? oldugunu goriiriiz. Ya da ds = \/dz2? + dy?2.



gitmekte oldugu icin ds/dt sifirdan kiigiik olur —yani +/(ds/dt)? = —ds/dt
yazmaliyiz. Denklemden dt’yi ¢ekersek

ds
N V2gdt ()

V14 (dy/dz)?’ye f(y) dersek, bu denklemi

i)
iy = Vel

olarak yazabiliriz. Her iki tarafin tiimlevi alinir ve simirlar yazilirsa

Sag tarafin bir sabit olmasini istiyoruz; fot dt’ye tg diyelim.

v f(y) _
; N ydy = \/%to

Iki tarafin Laplace doniisiimii alindiktan sonra sol tarafa harmanlama ku-
ramini uygularsak

Her iki tarafa ters Laplace doniigimi uygulayarak

OB j—z1<¢ﬁm>_ 290
y m

elde ederiz. f(y)nin \/1+ (dy/dz)? oldugunu hatirlarsak

2 2
(W) (e 120
dx 2 )y Yy

elde ederiz. Bu denklemi = ve y’li terimleri ayr1 tarafa cektikten sonra tiimlev-
leyerek ¢ozebiliriz, ancak bunu yapmayacagiz; ¢iinkii bu 6zel bir geometrik seklin
denklemidir: bir sarmalsinin '°. Denklemin etkensel ' ¢oziimii

|2 =C(0+5in0),y = C(1 —cosd)| (6)

dir '2; burada

10fng. cycloid.
HIng. parametric.
12Bkz. 6rnegin http://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
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3 Essiirelinin Kaymadan Yuvarlanan Eylemsiz-
lik Momentli Cisimlere Genellenmesi

Simdi de serbest birakilan bir cismin nokta cisim degil, bir kati cisim oldugu daha
gercekci duruma yonelecegiz. Ancak burada sadece cismin yuvarlanan kisminin
dairesel bir kesit oldugu, gorece basit olan durumlar: ¢ézlimlecegiz. Yine cismin
belli bir yiikseklikten birakildigini hayal edecegiz, ancak bu su sefer yiizeyin
stirtinmeli oldugu, ve bu sayade cismin siirtiinmeli ylizey tizerinde kaymadan
yuvarlanabildigi durumdaki hareketi incelecegiz.

Egik diizlem {izerinden serbest birakilan cismin eylemsizlik momentinin de
hesaba katildiginda, ilk bakigta ¢oziimiin bagtan yapilmasi gerektigini diigtine-
biliriz. Ancak bu béliimde bunun bdyle olmadigini, eski ¢dziim {izerinde kiigiik
degisiklikler yaparak yeni sorunun ¢oziilebilecegini gosterecegiz. Soruya nokta
cisimde oldugu gibi yaklasarak toplam enerjiyi yazarak baglayacagiz. Eger 6,
cismin hareket baglangicindan itibaren déndiigii agiysa, ve yuvarlanan cismin
kesit yaricapin R ise, toplam enerjiyi bu sekilde yazabiliriz:

6? §2

IS +mo +mgy = E = mgyo (7)



Cismin At kadar siirede alacagi yol RA®dir; § = RS ile (7)'den 6’y1 yok
edersek

132 2
SRz Ty +mgy = E = mgyo

olur. Biraz diizenleyerek

(Zj)Q (mIRQ - 1) =29(yo — y) (8)

sekline sokabiliriz. Onceki boliimde nokta cisim icin yazdigimz (4) denkle-
minde g yerine g/ (#RZ + 1) yvazdigimizda eylemsizlik momentini igeren denk-
lemi elde ediyoruz! Denklemler bir sabite kadar aym oldugu icin ¢bziimleri ay-
nen kullanabiliriz. Oyleyse, eylemsizlik momenti I olan bir cismi biraktigimizi
diigiinerek egik diizlemin egimini hesaplarsak, bulacagimiz ¢oziimler yine (6)
’diki gilgi olacak; ancak C artik gt3/n? degil, (1 + 1) gt3/n? olarak verile-
cektir.

1311k bakista cismin boyutlarini sonsuzkiigiige gekince denklemin nokta cisim denklemi olan
(4)’e indirgenmesini bekleyebiliriz. Ornegin nokta cismi yaricap1 0’a giden bir kiire olarak
hayal edersek I = (2/5)mR? alip (8)’i yeniden yazinca

(%)2 (% + 1) =29(yo — v)

elde ederiz —ki bu yarigaptan bagimsiz bir sonugtur. Nokta cismin eylemsizligini, onu
yarigapt 0’a giden bir kiire olarak hayal ettigimizde 7/5 katina gikti! Daha da kotiisii, yu-
varlanan cismi yaricap: ve kalinlig1 sonsuzkiiciik olan bir cisim olarak hayal edersek (8)’in

nokta cisim “stirimii”
ds\? /1
— —+1)=2 -
( y t) (2 ) 9(yo — )

haline gelir! Ve farkli geometriler segerek nokta cisim igin bundan bagka bir ¢ok denklem
daha uydurabiliriz! Bu goriiniirdeki ¢eligkinin —elbette Doga’da geligki yoktur, bu tiir geligkiler
her zaman bizim ¢eligkili yorumlarimizdan kaynaklanir— nedeni iki diizenegin ayni yapiya
sahip olmamasidir. Cismin dénmesinden sorumlu doniiyi saglayan siirtiinme kuvveti, nokta
cisimli ¢ozlimde yoktu. Bu ylizden dénen kati cisim denkleminin kayan nokta cisim denklemine
indirgenmesini beklememeliyiz.



A  Gauss Tumlevi

e 2
/ e ¥ dx =777
— 00

Bu tiimlevin degerini hesaplamak igin sOyle bir hile vardir:

I’ = (/ eIZdz> (/ ey2dy>
_ [ee] /OO e—($2+y2)dxdy

Bu tiimlevi kutupsal koordinatlarda yazalim, yani 22 + y? = r2, dxdy =
rdfdr. Kutupsal koordinatlarda tiim uzay: taramak ic¢in sonsuz bir yarigapla
0’dan 27’ye doneriz:

o0 2m o] o0
I? = / / re=" dfdr = 27r/ re™" dr = 7T/ e tdu=m
o Jo 0 0

Ya da I = /7 elde ederiz. Eger tiimlev

o0 2
/ e dx
— 00

seklinde verilmigse, v/ax = x degisken doniigtimii ile tiimlevi eski haline

benzetebiliriz.
1 o0 2 s
. Xy = [ =
ﬁ/_of X f

Eger tiimlevin alt sinir1 —oo yerine 0 ise, timlevin ¢ift iglev tizerinden yapildigini,

yani
0 2 o0 2
/ e " dx :/ e " dx
— 00 0

yazabilecegimizi fark edip ilk tiimlevi ayirip yazarak

o0 2 0 2 o0 2 s
/ e dx :/ e * d:L'Jr/ e dr=4/—
—o0 —oo 0 a
/OO e~ dp = 1 T
0 2V a

va da

elde ederiz.



B Baz i§lev1erin Laplace Donitigtimleri

Metin boyunca kullanilan bazi1 Laplace doniisiimlerini, tamlik agisindan burada
veriyoruz.

Bir sabitin Laplace doniisiimii

LC = / eCdt = C (—1
0

1/+/t’nin Laplace déniisiimii

1 o 1
L— = / e St —dt
\/7E 0 \ﬁ

o0 2
2/ e " du =
0

1/+/s’nin ters Laplace doniigiimii

e (o)

t = 42 doniisiimii ile
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